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Тақырыбы: Функционалдық катар туралы түсінік; оның нүктеде және жиында 

жинақтылығы. 

 

Анықтама 1. Функционалдық қатар деп: 
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қатардың мүшелері функциялар  болатын қатарды айтамыз. 

x  қандай да бір тұрақты мән берсек,  (1) қатары сандық қатарға айналады. Сонымен, 

x -тің қандай да бір мәндерінде (1) қатары жинақты, қандай да бір мәндерінде жинақсыз.  

Анықтама 2. (1) қатары жинақты болатын  x  мәндер жиыны функционалдық 

қатардың  жинақтылық облысы деп аталады.  

Қатардың жинақтылық облысында қатардың қосындысы x -ке байланысты функция 

болатындықтан, қатардың  қосындысын )( xS  деп белгілейміз. 
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 - қатардың 

қалдық мүшесі.  

Теорема 1. (1)   қатарының жинақтылық облысында: 
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Бірқалыпты жинақтылық. Функционалдық қатарларға қолданылатын амалдар. 

Анықтама 3.  (1) қатары  D  облысында  мажорланған деп аталады, егер Dx   

үшін : 
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таңбалары оң жинақты сандық қатар табылса.   
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жинақты қатар  (мысал 5). 

D  облысында мажорланған қатар, осы D  облысында абсолютті жинақты. . 

            Анықтама  4.  ba ;   аралығында  жинақты (1) қатары  бірқалыпты жинақты деп 

аталады, егер барлық  Nn    үшін ,:0 N    
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    болса. 

          Теорема 2.  ba ;   аралығында мажорланған (1) қатары осы кесіндіде бірқалыпты 

жинақты. 



 2-теоремадан мажорланған қатар болу бірқалыпты жинақтылықтан да күшті шарт екенін 

көреміз, яғни, бірқалыпты жинақталатын, бірақ мажорланған емес қатарлар табылады.   

Теорема 3. (1)  қатары   ba ;   аралығында бірқалыпты жинақты және  )( xS  - оның 

қосындысы болсын. Онда егер: 
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);(),;(...,...)(
10

1

0

1

0

2

1

0

1
)()()(

1

0

baxbaxdxdxdxdxxS

x

x

n

x

x

x

x

xuxuxu
x

x

  , яғни,  

қатарды мүшелеп интегралдауға болады.  

Теорема 4. Егер (1) қатары   ba ;  аралығында  жинақты болса, 
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қатары   ba ;   аралығында бірқалыпты жинақты болса, 
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яғни, қатарды мүшелеп  дифференциалдауға  болады.  

 

Дәрежелік қатарлар. 

 

Дәрежелік қатар функционалдық қатарлардың дербес түрі.  

Анықтама 5. ( aх  ) –ға қатысты дәрежелік қатар деп: 
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Теорема 5. (Абель). 
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xx   болғанда (4) қатары жинақты болса, онда ол 
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болғанда жинақсыздығы шығады.  

 Абель теоремасынан: (4) қатары үшін жалғыз ғана  R  саны,  R0 , табылады, 

Rx    болғанда (2) қатары жинақты, ал Rx   үшін жинақсыз болатындай.   
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 - жинақтылық радиусы. 1x  

нүктелерінде  жинақтылыққа зерттейміз. 
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11 x  - гармониялық қатар, жинақсыз болады.  
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11 x -таңбасы алма-кезек ауыспалы қатар, бұл жинақты қатар                

(мысал 6).  Сонымен, берілген дәрежелік қатардың жинақтылық  облысы: )1;1[ . 

       (3) қатарының жинақтылық интервалы );( RaRa  , мұндағы R  -  (4) 

қатарының жинақтылық радиусы. 

       D  -кез келген бүтіндей  (3) қатарының жинақтылық интервалының ішінде жататын 

кесінді болсын. Онда: 

1.  (3) қатары  мажорланған  ( бірқалыпты жинақты)  D  кесіндісінде. 

2.  (3) қатарының қосындысы жинақтылық интервалында үзіліссіз.  

3. (3) қатарын  D  кесіндісінде мүшелеп интегралдауға және қанша болса сонша рет 

мүшелеп дифференциалдауға болады, сонымен қатар, алынған дәрежелік қатардың 

жинақтылық интервалы  (3) қатарының жинақтылық интервалымен бірдей. 

Мысал 4. 
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. Дәрежелік қатардың жинақталу аймағын тап. 
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(–1,1) – жинақтылық интервалы. 

1x    болсын, онда берілген қатар: 
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1x   болса,  берілген қатар 



1n n

1
 - гармониялық қатар және ол жинақсыз қатар. 

Сонымен, берілген қатар  1,1x  аралығында абсолютті жинақты, 1x  болғанда 

шартты жинақты. 

Мысал 5.   
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Сонымен, 1R - жинақтылық радиусы;    1,1 жинақтылық интервалы. 

Интервалдың шеткі нүктелерінде берілген қатарды жинақтылыққа зерттейік. 

1x    болса: 
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Бұл қатарды 
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Сонымен, салыстырудың екінші белгісі бойынша 1x   болғанда қатар абсолютті 

жинақты. 

Егер 1x   болса, онда берілген қатар мына түрде болады: 
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Бұл қатардың мүшелерінің абсолют шамасынан құрылған қатар: 
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жинақты қатар, ендеше жоғарыдағы таңбасы ауыспалы қатар абсолютті жинақты. 

Сонымен, берілген қатар  1,1x   болғанда абсолютті жинақты. 

 

Тейлор  қатары. 
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  (6)  формуласы  Тейлор формуласы деп аталады, ал  0a  болса, Маклорен 

формуласы деп аталады.  

Бұл  формулалар )( xfy    функциясын  )( xP
n

 көпмүшелігімен  )( xR
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-ға тең 

дәлдікте айырбастауға мүмкіндік  береді.  
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a  нүктесінің аймағында  )( xfy   функциясы шексіз рет  дифференциалданатын 

болсын. Онда  n -ді өте үлкен шама деп ала отырып, (4)  теңдігінің оң  жағында дәрежелік  

функция  аламыз. Қандай шарт орындалғанда бұл  қатардың қосындысы )()( xfxS   тең? 

 Теорема 6. Егер )( xf   функциясы  );( raraD   интервалында шектеусіз рет 
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Әрі,  қатардың )( xf   функциясына  D -да  жинақталуы бірқалыпты. 

 Анықтама 6.  (7)  қатары Тейлор қатары деп аталады, ал егер 0a  болса, ол 

Маклорен қатары болады.  

Әрбір элементар функция үшін  );( RaRa   интервалында  Тейлор қатарына 
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Кейбір функциялардың Тейлор қатарына жіктелуін  дәлелдеусіз  көрсетеміз: 

1. 
x

ey  ,    xR  

      ...
!

...
!3

3

!2!1
1

2


n

xxxx
e

n

x

 

2. xy sin ,    x  

    ...
!7!5!3

753


xxx

xSinx  

3. xy cos ,    x  

     ...cos x  

4. 11),1ln(  xxy  

     ...
432

)1ln(

432


xxx

xx  



5. 11,,)1(  xconstmxy
m

 

     ...
...21

)]1()...[1(
...

21

)1(
1)1(

2












nm
x

n

nmmm
x

mm
mxx  

Е с к е р т у .  Көрсетілген жіктеулерді күрделі функциялар үшін де қолдануға 

болады. Мысалы: 
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Бұл қатар  1x   болғанда жинақты екенін көрсетуге болады. Онда 1x  болғанда: 
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 . Бұл   -ді есептеу  формуласы. 

Алғашқы  функциясы элементар функциялар  болмайтын интегралдарды кейде 

қатарлардың  көмегімен есептеуге болады.  

Мысал 7.  
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Тейлор  қатары, жалпы айтқанда, дәрежелік  қатарлар дифференциалдық  теңдеулердің  

дербес  шешімдерін табу үшін жиі  қолданылады.   

Мысал 8.   Берілген теңдеуінің  жалпы шешімін тап: 
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Мысал 9. 
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Мысал 10. Берілген функцияны  Тейлор қатарына жікте: 
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Мысал 11. xsin)x(f
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   функциясын  Тейлор  қатарына жікте. 
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Мысал 12.  
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Мысал 13.  x)x(f  1  функциясын  Тейлор  қатарына жікте. 
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